Dzien pierwszy - grupa mlodsza

. Liczbe calkowita nazywamy palindromem, je$li pozostaje ona taka sama po zamianie kolejnosci
cyfr, np. 83438 lub 124421. Przyjmijmy, ze liczby x oraz x + 142 sa odpowiednio: trzycyfrowym oraz

czterocyfrowym palindromem. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci x.
. Wyznacz najwieksza liczbe n taka, ze n? jest dzielnikiem liczby 12! =1-2-...-12.

. Rozwazmy tancuch n siddemek postaci 777 ...77, pomiedzy ktére wstawiamy znaki 4, aby otrzymac
wyrazenie arytmetyczne. Na przyklad 7+ 7747774747 = 875 moze by¢ w ten sposéb otrzymane
z o$miu sibdemek. Zalézmy, ze dla pewnych n mozliwe jest takie ustawienie znakdéw + pomiedzy n
siédemkami, by otrzymaé¢ w wyniku powstajacego w ten sposéb dzialania liczbe 7000. Wykaz, ze

wszystkie takie liczby n daja reszte 1 z dzielenia przez 9.

. Szesciokat wpisany w okrag ma boki dlugosci odpowiednio: 22,22, 20,22, 22,20 — w tej kolejnosci.

Znajdz promien tego okregu.

. Aby wykonaé pewne duze zlecenie firma zatrudnita 1000 pracownikéw. Kazdy z nich wykonuje
prace w tym samym tempie i zgodnie z obliczeniami firmy 1000 ludzi to doktadnie tylu ilu potrzeba,
by prace skonczyé w rok. Zanim wykonano 1/4 pracy wszyscy pracownicy byli na stanowiskach.
Gdy 1/4 pracy zostala wykonana zwolniono 100 pracownikéw. Druga ¢éwiartke pracy wynonano
zatem wolniej niz zaktadal to plan produkcji. Mimo to, gdy skoniczono polowe pracy zwolniono
kolejnych 100 pracownikéw, wiec wykonanie kolejnej ¢wiartki pracy zabralo jeszcze wiecej czasu
niz w przypadku poprzedniej, a opdéZnienie wzrosto. Aby wyrobié¢ sie w czasie jednego roku (lub
mniej) firma planuje zatrudnié¢ dodatkowych pracownikéw do wykonania pozostalej 1/4 pracy. Ilu

przynajmniej pracownikéw musi w tym celu zatrudnié¢?



Dzien pierwszy - grupa mlodsza - rozwiagzania

1. Jest jasne, ze czterocyfrowy palindrom nie moze by¢ liczba wigksza niz 1141. W przeciwnym razie
x nie byltby liczba trzycyfrowa. Sa jedynie dwa czterocyfrowe palindromy mniejsze niz 1141: 1001
oraz 1111. Zauwazmy jednak, ze 1001 — 142 = 859. Natomiast 1111 — 142 = 969. Zatem = = 969.

WykazaliSmy jednoczesnie, ze jest to jedyna mozliwa warto$é¢ x.

2. Liczba 12! = 210.3%.52.7.11. Zatem najwiekszy kwadrat dzielacy te liczbe to 2'° - 3% . 52. Zatem
szukana liczba to 2° - 32 -5 = 3295 = 1440.

3. Zauwazmy, ze niezaleznie od n sumy uzyskiwane przez wstawianie znakow +, o ile maja daé¢ wynik
7000, nie moga zawieraé zadnego skladnika czterocyfrowego. Zalézmy zatem, ze dla pewnego n
mamy a skladnikow réownych 777, b sktadnikéw réwnych 77, oraz ¢ sktadnikéw réwnych 7. Zatem
T77-a+77-b+7-c = 7000. Liczba siédemek wynosi n, w tym 3a siddemek pochodzacych od
sktadnikéw rownych 777, 2b siddemek pochodzacych od skladnikéw rownych 77 oraz c sibdemek
pochodzacych od sktadnikéw réwnych 7. Stad mamy nastepujacy uktad réownan:

111a + 116 + ¢ = 1000

3a+2b+c=n

Stad odejmujac stronami dostajemy: 108a + 9b = 1000 — n. Skoro a,b,n sa liczbami cakowitymi,
za$ lewa strona réwnania jest liczba podzielna przez 9, to takze 1000 — n musi by¢ podzielne przez

9. Dzieje sie to tylko wtedy, gdy n daje reszte 1 z dzielenia przez 9.

4. Zal6ézmy, ze rozwazany szeSciokat ma wierzchotki ABCDEF przy czym |AB| = |DE| = 20, za$
|BC| = |CD| = |EF| = |FA| = 22. Zauwazmy, ze czworokaty ABCF oraz C DEF sa przystajacymi
trapezami réwnoramiennymi. Istotnie, niech o« = £LBDC. Skoro |BC| = |AF| to z twierdzenia o
katach wpisanych dostajemy, ze miare a maja takze katy: LA BFC, {BAC oraz {ACF i LABF.
Zatem proste AB oraz C'F' sa rownolegle. Analogicznie wykazujemy, ze proste C'F oraz DE sa
rownolegle. Zauwazmy dalej, ze C'F jest Srednica okregu, w ktory wpisany jest szesciokat ABCDEF.
Istotnie, trojkaty ACF oraz ECF sa przystajace, a na czworokkacie ACEF mozna opisaé¢ okrag.
Zatem suma miar katéw CAF oraz C'EF réwna jest 180°. Katy te sa jednak tej samej miary, a
zatem kazdy z nich ma 90°. Zatem CF to istotnie $rednica. Szukany promien jest zatem réwny

%|CF |. Dlugo$é tego odcinka wyznaczamy natomiast korzystajac z tw. Pitagorasa.

5. Pierwsza cze$¢ pracy ukonczono w ¢ = 1/4 roku. Druga cze$é pracy ukonczono w to = 1000/900- ¢4
czasu. Trzecia cze$é pracy wykonano w t3 = 1000/800 - t; czasu. Z dodatkowa iloscia pracownikow
ostatnia cze$¢ pracy wykonano w t4 roku. Zatem ti + t5 + t3 + t4 = 1. Skoro pracownicy maja
te samo tempo, to t; = 1/4, zatem podstawiajac do réwnania dostajemy ¢, = 23/26. Zatem
1000/(1000 + =) > 23/26, gdzie x jest pewna liczba calkowita. Latwo sprawdzié, ze najmniejsza

liczbg caltkowita spelniajaca powyzsza nieréwnosé jest 766.



Dzien drugi - grupa mlodsza

. Dla kazdego n catkowitego dodatniego okres§lamy wyrazenie .S,, wzorem:
Sp=1-24+3—4+...+(-1)"'n.

Wyznacz warto$é wyrazenia S17 + S33 + Sso.

. Dane sa dwa prostokaty o réwnych polach i o réwnych obwodach. Wykaz, ze dlugosci przekatnych

obu prostokatéw sg takie same.

. Dany jest okrag o $rodku S oraz punkt D lezacy na tym okregu. Cieciwa AB przecina odcinek SD
w punkcie C, r6znym od punktu S. Wykaz, ze |AB| > 2|CD|. Wskazéwka: nieréwnosé tréjkgta.

. Czwoérka liczb catkowitych dodatnich a, b, c oraz d maja te wtasnoéé, ze abed = 8! oraz:

ab+a+b =524
bc+b+c =146

cd+c+d=104
Wyznacz a — d.

. Grupa ksiggowych otrzymuje zadanie rozliczenia 1775 faktur. Kazdy ksiegowy rozlicza (pracujac
w stalym tempie) 30 faktur na godzine. Pod koniec pierwszej godziny pewna liczba ksiegowych
zostaje przeniesiona do innego zadania. Pod koniec drugiej godziny pracy kolejna, tak samo liczna,
grupa ksiegowych zostaje odlaczona od grupy. Podobnie dzieje sie po trzeciej godzinie pracy. Grupa
konczy zadanie w 3 godziny i 10 minut. Jaka liczbe faktur rozliczono podczas pierwszych 90 minut

pracy tego zespohu zakladajac, ze liczba faktur rozliczonych w tym czasie jest calkowita?



Dzien drugi - grupa mlodsza - rozwigzania

1. Wykazujemy, na przykltad przez indukcje, ze:

—n/2, dla parzystychn
Sp =
(n+1)/2, dla nieparzystychn.
Zatem S17 = 9,533 = 17, za$ S50 = —25. Zatem suma tych wyrazen to 1.

2. Zadanie pochodzi z I etapu VII OMG. Rozwazmy prostokat o bokach a, b oraz przekatnej d. Oznacz-
my przez S, L odpowiednio pole i obwéd tego prostokata, czyli S = ab oraz L = 2(a+b). Zauwazmy,
ze

I\ 2
d? =a*+b* = (a+b)* — 2ab = (2> —28.
Wobec tego dtugosci przekatnych danych prostokatéw sa réwne.

3. Zadanie pochodzi z 11T etapu IV OMG. Wykorzystujac nieréwnosé trojkata AC'S uzyskujemy:
|AC| + |CS| > |AS| = |DS| = |CD| + |CS]|.

Zatem |AC| > |CD|. Analogicznie, wykorzystujac nieréwnosé tréjkata BCS, dowodzimy, ze |BC| >
|CD|. Dodajac stronami dwie ostatnie nieréwnosci otrzymujemy |AB| > 2|CD|, co nalezalo udo-

wodnié.

4. Zauwazmy, ze ab+a—+b = (a+1)(b+1) — 1. Zatem uklad réwnan podany w tresci zadania mozna
przeksztalci¢ do postaci:
(a+1)(b+1) =525
(b+1)(c+1) =147
(c+1)(d+1) =105
Zauwazmy, ze 147 = 49 -3 = 7% - 3. Skoro b+ 1 > 1 jest liczbg calkowita, a takze ¢ + 1 jest liczba
catkowita wicksza niz 1, to dostajemy trzy przypadki:

e b+ 1=3. Woéwczas c+ 1 = 49. To jest jednak sprzeczne z trzecim réwnaniem, poniewaz 105
nie jest podzielne przez 49.

e b+1=7 Wowczas c+ 1 = 21, a zatem a = 74,b = 6,c = 20,d = 4. Jednakze iloczyn tych
liczb nie jest réwny 8!, poniewaz a jest podzielna przez 37.

e b+1=21. Woéwczas a = 24,b = 20,c = 6,d = 14. Zatem abed = (8-3)-(4-5)-(6)-(2-7) = 8L
Zatem a — d = 10.

Odpowiedz zatem wynosi 10.

5. Niech N oznacza liczbe ksiegowych w zespole poczatkowym, za$ R — liczbe ksiegowych relegowanych
w kazdej godzinie do nowego zadania. Kazdy ksiegowy rozlicza 30 faktur w ciggu godziny. Zatem

przez pierwsza godzine rozliczono 30N faktur. W drugiej godzinie rozliczono 30(N — R) faktur.



W trzeciej godzinie rozliczono 30(N — 2R) faktur. W ciagu 10 minut czwartej godziny rozliczono

30(N —3R) -1/6 = 5(N — 3R) faktur. Lacznie rozliczono 1775 faktur. Mamy zatem réwnosé:
30N +30(N — R) +30(N —2R) + 5(N —3R) = 1775 = 95N — 105R = 1775 = 19N — 21R = 355.

Rozwazmy reszty z dzielenia tej rownoéci przez 21. Liczba 19N — 21R daje przy dzieleniu przez 21
taka sama reszte, co 19N. Natomiast 355 daje przy dzieleniu przez 21 réwniez reszte 19. Zatem
mamy réwnosé 19N = 19(mod21). Zatem N daje przy dzieleniu przez 21 reszte 1. Zauwazmy, ze
jesli N = 1, to zgodnie z réwnosciag 19N — 21 R = 355 liczba R jest ujemna, co nie jest mozliwe.
Jedli natomiast N jest wicksze niz 22, a wiec réwne 21k + 1, dla k > 1, to 19(21k + 1) — 21R = 355.
Stad 399k — 21R = 336, czyli 19k — R = 16, a zatem R = 19k — 16. Wéwczas jednak N — 3R =
21k + 1 — 3(19k — 16) = 49 — 36k, co jest mniejsze od 0, dla k > 1. Ten uklad jest zatem takze
niemozliwy. Pozostaje zatem przypadek, gdy N = 22. Wéwcezas R = 3. Zatem w ciagu 90 minut
posortowano 30N + 15(N — R) = 945 faktur.



Dzien trzeci - grupa mlodsza

. Czy prostokat o wymiarach 90 x 91 mozna podzieli¢ na prostokaty o wymiarach 9 x 107 Odpowiedz

uzasadnij.

. Dane sa dodatnie liczby catkowite a i b. Wykaz, ze jedli liczba a? jest podzielna przez liczbe a + b,

to takze liczba b? jest podzielna przez liczba a + b.

. Dla jakich liczb catkowitych dodatnich n liczba 55— jest kwadratem liczby calkowitej?

. Dany jest trojkat réwnoboczny ABC. Punkt M jest takim punktem boku AC, ze |[MC| = 2-|MA].
Punkty K i L leza na boku BC tak, ze |BK| = |KL| = |LC|. Wykaz, ze:

LAKM + LALM = 30°.

. Wykaz, ze:

1 1 T 1 1 1+1 1+ " 1 1
1006 = 1007 = 7 2010 2 3 4 772009 2010



Dzien trzeci - grupa mlodsza - rozwiazania

. Liga zadaniowa OMG (Seria II, 2012/2013). Tak, mozna. Wystarczy zauwazy¢, ze z 9 prostokatéw
o wymiarach 10 x 9 mozna zlozy¢ prostokat o wymiarach 90 x 9, a z 10 prostokatéw o wymiarach
9 x 10 mozna ztozyé prostokat o wymiarach 90 x 10. Z kolei prostokat 90 x 91 mozna zlozy¢ z 9
prostokatéw o wymiarach 90 x 9 i jednego prostokata o wymiarach 90 x 10.

. Zadanie 7 II etapu VI OMG. Poniewaz b* —a® = (b—a)(b+a), wigc b*> = (b—a)(a+b) +a?. Prawa
strona, ostatniej réwnoéci jest podzielna przez liczbe a + b, a zatem liczba b? jest takze podzielna

przez liczbe a + b.

= k2. Wéwezas po elementarnych przeksztalceniach otrzy-

. Zalozmy, ze dla pewnego n mamy 55~ =

20k2

mujemy n = jz 7.

Poniewaz n jest liczba catkowita, to utamek powyzszy musi by¢ skracalny. Skoro
k? oraz k? +1 sa wzglednie pierwsze, to k2 4 1 musi byé dzielnikiem liczby 20. To jest prawda wtedy
i tylko wtedy, gdy k£ = 0, 1,2, 3. Odpowiadajace wartoéci n sa rowne 0,10, 16, 18. Skoro n ma by¢
liczba dodatnia, to odpowiedzia jest tréjka liczb: 10,16, 18.

. Zadanie z Internetowego Kota Matematycznego OMG. Wybierzmy na boku AB taki punkt N, ze
|CL| _ |AN]|

INB| = 2 |NA|. Poniewaz [ZB] = [~vB Wiee LN||AC - 7 twierdzenia odwrotnego do tw. Talesa.
Ponadto {537 = 1551, wiee MK||AB, a stad £BNL = 60° = LK MC. Zatem

LANL = LAMK = 120°.
Ponadto |AN| = |AM| oraz |LN| = |KM|. Oznacza to, ze trojkaty AMK 1 ANL sa przystajace.

Stad {AKM = £LALN.

Wybierzmy teraz na boku AC punkt P taki, ze |AP| = 2 - |CP|. Niech ponadto punkt @ bedzie
punktem przeciecia odcinkéw MK i LN. Zauwazmy, ze czworokat M QLP jest rombem o kacie

ostrym réwnym 60°. Poniewaz przekatne w rombie sa dwusiecznymi kato, wiec:

LAKM + LALM = LALN + LALM = £QLM = 30°.

. Zadanie z Internetowego Kota Matematycznego OMG. Przeksztalcajac prawa strone, dostajemy

kolejno:
U
2 3 4 2009 O
L +1+12<1+1+. )
2 3 4 2009 2010 2 4 2010
R U S +1+1—<1+2+.. 2)
2 3 4 2009 2010 4 2010
1+1+1+1+ +1+1—(1+1+.. ) +. -l—L
2 3 4 2009 2010 2 1005 1006 1007 2010



